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Resumen. Diremos que una superficie de Riemann S es una cur-
va generalizada de Fermat del tipo (n, k), śı S admite un grupo
de automorfismos conformes H ∼= Zn

k tal que S/H tiene signatura
(0, n+1; k, k..., k); el grupo H lo denominaremos por grupo gener-
alizado de Fermat del tipo (n, k). En este trabajo estudiaremos las
curvas generalizadas de Fermat del tipo (2, k) y (3, k), donde k ≥ 4
y k ≥ 3 respectivamente, y concluiremos que para estos casos el
grupo generalizado de Fermat respectivo es único en el grupo de
automorfismos conformes totales.

1. Introducción

En el trabajo [4] se muestra que las curvas generalizadas de Fermat
del tipo (2, k) corresponden ser las clásicas curvas de Fermat

xk + yk + zk = 0,

y que las del tipo (n, k) pueden ser obtenidas por la intersección de las
siguientes hiper superficies en Pn(C)
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donde λj ∈ C − {0, 1}, λi 6= λj, para i 6= j. La condición en los
parámetros λj obliga que la curva sea no singular.

Note que lo dicho anteriormente hace plausible que estas curvas
puedan ser llamadas generalizadas de Fermat. En los trabajos [5] y
[4] se probo que si G es un grupo Fuchsiano que uniformiza un Orb-
ifold de signatura (0, n + 1; k, k, ..., k) el subgrupo de conmutadores de
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G, el cual denotaremos por [G,G], uniformiza una curva generaliza de
Fermat del tipo (n, k); de hecho todas las curvas generalizadas de Fer-
mat se obtienen aśı. Ademas, en [5] se demostró que para el caso de
las curvas generalizadas de Fermat del tipo (2, k) y (3, k) los grupos
generalizados de Fermat respectivos son normales en los grupos de au-
tomorfismos conformes totales de las superficies correspondientes. Si
bien para el tipo (2, k) lo anterior es clásicamente conocido, en el tra-
bajo anteriormente mencionado se muestra que es una consecuencia
directa de [9]. .

A los grupos Fuchsianos con signatura (0, n + 1; k1, .., kn+1) los de-
notemos por G(0,n+1;k1,...,kn+1), donde debe cumplirse que n ≥ 2,

k1, ..., kn+1 ∈ {2, 3, 4, ...}, y que
∑n+1

j=1
1
kj

< (n − 1). En el caso n = 2

utilizaremos ∆ en vez de G para designar al grupo anterior.
Sabemos por [2] que un Orbifold con signatura (0, n + 1; k1, ...kn+1)

es uniformizado como Orbifold por un grupo Fuchsiano con signatura
(0, n + 1; k1, ..., kn+1).

Si G1 y G2 son grupos Fuchsianos tales que G1 < G2 con ı́ndice
finito, entonces diremos que G1 tiene crecimiento Fuchsiano al grupo
G2.

Por [9] sabemos que si G1 tiene crecimiento Fuchsiano al grupo G2, se
cumple que d(G2) ≤ d(G1), donde d(Γ) es la dimensión del espacio de
deformaciones de Γ o simplemente espacio de Teichmüller T (Γ) cuando
Γ no posee elementos hiperbólicos de frontera.

D. Singerman en el articulo anteriormente mencionado clasificó los
crecimientos Fuchsianos de grupos G1 a grupos G2 tales que se cumple
que d(G1) = d(G2).

Es simple verificar que d(∆(0,3;k,k,k)) = 0, y por [9] que el único crec-
imiento Fuchsiano de ∆(0,3;k,k,k), que contiene a [G(0,3;k,k,k) : G(0,3;k,k,k)]
como subgrupo normal, es el grupo ∆(0,3;2,3,2k). El cual contiene de
manera normal a ∆(0,3;k,k,k) con indice 6.

Para el caso de las curvas generalizadas de Fermat del tipo (3, k) se
puede probar que d(G(0,4;k,k,k,k)) = 2, y desde [9], que G(0,4;k,k,k,k) tiene
crecimiento Fuchsiano, preservando la dimensión, al grupo G(0,4;2,2,2,k).
El cual contiene de manera normal a G(0,4;k,K,k,k) con indice 4.

2. Resultados

Con la anterior introducción podemos enunciar las siguientes proposi-
ciones que prueban el resultado de este trabajo.

Proposición 2.1. Todo grupo Fuchsiano con presentación G(0,3;2,3,2k)

contiene un único grupo Fuchsiano con presentación G(0,3;k,k,k), el cual
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es normal con ı́ndice seis y el grupo cociente es isomorfo al grupo
simétrico de tres letras S3.

Proposición 2.2. Todo grupo con presentación G(0,4;2,2,2,k) contiene
un único subgrupo con presentación G(0,4;k,k,k,k), el cual es normal con
ı́ndice cuatro y el grupo cociente es isomorfo al grupo de Klein.

2.1. Crecimiento Fuchsiano del grupo G(0,4;2,2,2,k). Por lo men-
cionado anteriormente se sabe que el grupo G(0,4;2,2,2,k) es maximal, en
el sentido de crecimiento en dimensión fija del espacio de Teichmüller,
luego la posibilidad de crecimiento Fuchsiano del grupo G(0,4;2,2,2,k), es
a grupos triangulares. Ademas por lo dicho en la introducción solo nos
interesan los crecimientos normales, de lo cual se puede probar que las
únicas posibilidades disjuntas son que G(0,4;2,2,2,k) crezca a ∆(0,3;2,3,3k) o
a ∆(0,3;2,4,2k).

Con lo siguiente terminamos el último paso para nuestro resultado

Proposición 2.3. Los grupos ∆(0,3;2,3,3k) y ∆(0,3;2,4,2k) contienen un
único grupo con presentación G(0,4;2,2,2,k).

Como lo anunciamos, juntando las proposiciones anteriores obten-
emos el siguiente

Teorema 2.1. Consideremos el par (S, H) donde S es unas curva
generalizada de Fermat del tipo (n, k) y H el correspondiente grupo
generalizado de Fermat.

i) Si n = 2 y k ≥ 4, entonces H es único en Aut(S).
ii) Si n = 3 y k ≥ 3, entonces H único en Aut(S).
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