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Resumen

En este trabajo estudiamos existencia de soluciones débiles para un problema de Cauchy
abstracto funcional de segundo orden con condiciones no locales.

1 Introduccion

Sea X un espacio de Banach dotado con una norma || - ||. En este trabajo representaremos por
I al intervalo [0,00), y denotaremos por C(I;X) al espacio de funciones continuas de I en X.
Sea A el generador infinitesimal de una funcién coseno fuertemente continua de operadores li-
neales acotados C'(t) en X. El propésito del trabajo es establecer existencia de soluciones para el
problema de Cauchy

2'(t) = Axz(t) + f(t,z(t),z(a(t))), tel, (1.1)
z(0) + p(x) = wo, (1.2)
2'(0) + g(x) =1, (1.3)

donde zg, 71 € X, a: I — 1, p,q:C(I;X) — X y f:Ix X?— X son funciones apropiadas.

Para las propiedades bésicas de la teoria de funciones coseno puede consultarse [2, 7]. A
continuacién sélo mencionamos algunas notaciones necesarias para establecer nuestros resultados.
Denotamos por S(t) la funcién seno correspondiente a C(t), la cual se define por

t
S(t)x:/ C(s)xds, z€ X, te R.
0

La notacién E indica el espacio formado por los elementos € X para los cuales la funcién C(-)z
es de clase C!. La existencia de soluciones del problema abstracto de Cauchy de segundo orden

Z'(t) = Ax(t) + h(t), t>0, (1.4)
z(0) = z0, 2'(0) =z, (1.5)

donde h : [0,00) — X es una funcién localmente integrable ha sido estudiada en [8, 4]. Ané-
logamente, la existencia de soluciones del problema semi-lineal ha sido considerada en [9]. Una
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discusién sobre los origenes e interés del problema no local, asi como otros aspectos relacionados, se
encuentra en [5]. La demostracién de los resultados que siguen, de otros resultados de existencia,
de regularidad de soluciones y aplicaciones se encuentra en [6], .

2 Existencia de soluciones.

En los enunciados que siguen suponemos que M > 1y N > 0 son constantes tales que ||C(t)|| < M
y [|S(t)|| < N, paratodo t € I. Consideraremos dos casos. En primer término estudiaremos exis-
tencia de soluciones en espacios de funciones continuas con peso y posteriormente estableceremos
existencia de soluciones asintéticamente casi-periddicas.

Sea g : [0,00) — (0,00) una funcién continua tal que g(t) — oo, cuando t — oo y tal que g
es creciente y g(0) = 1. A continuacién Cg (X) representa el espacio de Banach formado por las

x(t)

funciones continuas z : [0,00) — X tal que —= — 0, t — oo, dotado con la norma

g(t)

()]
Z||g = sup .
Il 0 g(t)

Para tratar este problema supondremos que se verifican las siguientes condiciones generales.
Hipétesis A.

(a) La funcién a : I — I es continua y a(t) < t, para todo t € I;

(b) La funcién f: I x X? — X satisface las siguientes condiciones de Carathéodory :

(i) f(t,:): X x X — X es continua c.t.p. t € I;

(ii) Para cada z,y € X, la funcién f(-,z,y) : I — X es fuertemente medible.

(c) Existe una funcién integrable m : I — [0,00) y una funcién continua no decreciente
W :[0,00) — (0,00) tal que

£z )l <m@OW L[| + [Ty (D),
paratodotelyz,y € X.
(d) Las funciones p,q : C(I; X) — X son continuas.
Consideraremos el siguiente concepto de solucion débil.

Definicién 2.1 Diremos que una funcion x: 1 — X es una solucion débil del problema (1.1)-
(1.3) si x es una funcion continua que satisface la ecuacion integral

z(t) = C(t)(xo — p(x)) + S(t)(x1 —q(x)) + /Ot S(t—s)f(s,x(s),xz(a(s)))ds, tel. (2.1)
Teorema 2.1 Supongamos que se verifican las siguientes condiciones.
(a) Las funciones p, q : CS(X) — X son continuas acotadas y p es completamente continuo;
(b) La funcién S(t)q : C’g(X) — X es completamente continua para cadat >0 ;
(c) Para cadat € I, t' <t,ycada L >0 el conjunto {S(t')f(s,x,y):0<s <t |z, |yl <L}

es relativamente compacto;
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(d) Para toda constante L > 0, g(t)/ m(s)W(Lg(s))ds — 0, t — oo;
0

L

(QQNA mis)ds < | s

Entonces existe una solucion débil x € C’S(X) de (1.1)-(1.3).

ds, donde ¢ = M(||zo|| + Np) + N(||z1|| + Ng).

A continuacion estudiamos existencia de soluciones asintoticamente casi-peridédicas. Para los
conceptos basicos sobre funciones casi-periddicas y asintoticamente casi-periédicas mencionamos
[10]. En particular, denotamos por AP(X) (resp. AAP(X)) el espacio formado por las funciones
x : [0,00) — X que son casi-periddicas (resp. asintéticamente casi-periddicas ), provisto con
la norma de la convergencia uniforme. También utilizamos las propiedades de funciones coseno
casi-periddicas y funciones seno casi-periddicas. Para la caracterizacién de funciones coseno casi-
periédicas puede verse [1] y [3] para propiedades similares de las funciones seno casi-periddicas.

Teorema 2.2 Supongamos que S(+) es casi-periddica y que se verifican las siguientes condiciones:

(a) Las funciones p, q : AAP(X) — X son completamente continuas y acotadas;

(b) Para cada t >0 y cada constante L > 0 el conjunto {f(s,z,y):0<s <t ||z|,|yll <L} es
relativamente compacto;
oo

o0 1
(QQNA7M@“<ZCW@

Entonces existe una solucion débil x € AAP(X) de (1.1)-(1.3).

ds.
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