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Sea K un cuerpo con valuación no arquimedeana, el cual es un espacio
métrico completo con la métrica inducida por la valuación. Se asumirá que el
cuerpo residual de K es formalmente real, es decir, para cualquier familia �nita
fa1; a2; � � � ; ang del cuerpo residual que satisface la condición

Pn
i=1 a

2
i = 0; se

tendrá que cada ai = 0.
Bajo esta condición para K, la norma del supremo del espacio

c0 = fx = (xn) : xn 2 K y limn!1 xn = 0g proviene del producto interno de�nido
por hx; yi =

P1
n=1 xnyn:

Un operador continuo u 2 L (c0) tiene la forma u =
P

i;j�1 �ije
0
j
ei; donde

limi!1 j�ij j = 0; 8j 2 N y e0j 
 ei : c0 ! c0 es de�nido por e0j 
 ei(ek) =
hek; eji ei.
De esta manera, podemos ver a un operador u 2 L (c0) como la matriz0BBBBBBBBBBB@

�11 �12 �13 � � � �1j � � �
�21 �22 �23 � � � �2j � � �
�31 �32 �33 � � � �3j � � �
...

. . .
�i1 �i2 �i3 � � � �ij � � �
...

. . .
#
0

#
0

#
0

� � � #
0

� � �

1CCCCCCCCCCCA
De�nición 1 Un operador u 2 L (c0) se dice que

1. admite un operador adjunto v = u� 2 L (c0) si limj!1 j�ij j = 0; 8i 2 N:
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Esto es, 0BBBBBBBBBBB@

�11 �12 �13 � � � �1j � � � ! 0
�21 �22 �23 � � � �2j � � � ! 0
�31 �32 �33 � � � �3j � � � ! 0
...

. . .
�i1 �i2 �i3 � � � �ij � � � ! 0
...

. . .
#
0

#
0

#
0

� � � #
0

� � �

1CCCCCCCCCCCA
2. es un operador autoadjunto si �ji = �ij ; 8i; j � 1:

3. es una proyeccón normal si satisface

(a) u2 = u; lo que implica que c0 = N (u) � Im (u) y que Im (u) es
cerrado.

(b) hx; yi = 0; x 2 N (u) ; y 2 Im (u)

En este trabajo entregaremos algunas condiciones necesarias y su�cientes
para que un operador u 2 L (c0) sea una proyección normal.

Proposición 2 Si u 2 L (c0) es una proyección (es decir u2 = u) y, además
satisface la condición

8x = (xn) 2 N (u) ;
1X
i=1

�ijxi = 0; 8j � 1;

entonce u es una proyección normal.

Proposición 3 Sea u 2 L (c0) con u =
P

i;j�0 �ije
0
j 
 ei: Entonces, si u2 = u;

entonces
P

k�1 �ik�kj = �ij ; cualquiera sean i; j 2 N:

Proposición 4 Sea u 2 L (c0) con u =
P

i;j�0 �ije
0
j
ei: Entonces, si u es una

proyección normal, entonces8<:
P

i�0 �
2
ik = �kk; k � 0
andP

j�0 �ij�jk = �ik; i; k � 0
:

Proposición 5 Sea u 2 L (c0). Son equivalentes

1. u2 = u y 8x 2 c0; hx� u (x) ; u (x)i = 0

2. u es una proyección normal.

Teorema 6 Si u es autoadjunta, entonces son equivalentes:

1. u es proyección
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2. u es proyección normal.

Observación 7 Se sabe, del caso clásico de espacios de Hilbert, que una proyec-
ción es autoadjunta. El ejemplo

u =

0BBBBB@
1 b b2 b3 � � �
0 0 0 0 � � �
0 0 0 0 � � �
0 0 0 0 � � �
...
...

...
...

. . .

1CCCCCA =
1X
j=1

bj�1e0j 
 ej ; jbj < 1;

el cual desarrollaremos, nos mostrará las diferencias de la teoría de espacios de
Hilbert en el caso no-arquimedeano comparadas con el caso clásico y, además,
nos permitirá preguntarno dónde están las proyecciones normales dentro de
L (c0).
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