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En [G] D. Goldfeld introduce cierta variación a la series de Eisenstein
clásica con el proposito de investigar el simbolo modular de una forma
cuspidal de nivel N . Mas precisamente, Goldfeld considera la siguiente
situación:

Sea H el semi-plano superior complejo y Γ0(N) el grupo

Γ0(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) | c es divisible por N

}
.

Una forma cuspidal f(τ) : H → C de peso 2 sobre Γ0(N) es una
función holomorfa en H y en las cuspides de Γ0(N) tal que

(cτ + d)2f(τ) = f

(
aτ + b

cτ + d

)
para todo

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N).

Tal f(τ) define el llamado śımbolo modular < γ, f > para γ ∈ Γ0(N),

< γ, f >= −2πi

∫ γ(i∞)

i∞
f(τ)dτ.

Esta función contiene bastante información geométrica, que Golfeld
ha relacionado con la conjetura de Spiro sobre curvas eĺıpticas. La serie
de Eisenstein definida por Goldfeld para el estudio de los śımbolos
modulares es

Ef (τ, s) =
∑

γ∈Γ∞\Γ0(N)

< γ, f > Im(γ(τ))s.

Ahora bien, tal Ef (τ, s) no es una función modular, pero si

(
a b
c d

)

pertenece a Γ0(N) entonces la diferencia

Ef

(
aτ + b

cτ + d
, s

)
− Ef (τ, s)

lo es. Este tipo de comportamiento es llamado modularidad de segundo
orden.

Esencialmente, una forma modular de segundo orden de peso k y
nivel N es una función holomorfa F (τ) : H → C tal que para cada
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γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N) la diferencia

fγ(τ) = (cτ + d)−kF

(
aτ + b

cτ + d

)
− F (τ)

es una forma modular clásica. Tambien se requiere que F (τ) tenga una
representación de Fourier

F (τ) =
∞∑

n=0

Ane
2πinτ .

La serie Ef (τ, s) no es el único ejemplo de este tipo de objetos. En
un trabajo reciente de f́ısica-matemática, Klebban y Zagier [K-Z] mues-
tran que ciertas formas modulares de segundo orden juegan un papel
relevante en la teoŕıa de percolaciones.

Motivados por estos resultados, varios matemáticos se han dedicado
a estudiar diversas propiedades de las formas modulares de segundo
orden (por ejemplo [C-D-O’S], [D-O’S 1], [D-O’S 2], [D-K-M-O’S], [J-
O’S]). En particular, O. Imamoglu y yo hemos trabajado en lo siguiente:

Determinar las condiciones anaĺıticas que debe satisfacer la series de
Dirichlet ∞∑

n=1

Ann
−s, s ∈ C

para concluir que los An son los coeficientes de Fourier de una forma
modular de segundo orden.

Este es un problema clásico en la teoŕıa de forma automorfas, que en
el caso de las formas modulares eĺıpticas, fue resuelto completamente
por A. Weil.

Nuestro resultado principal es un teorema converso análogo al de
Weil en el caso de las formas modulares de segundo orden, y da una
respuesta completa al problema planteado mas arriba.

En nuestra exposición daremos la definición del concepto forma mod-
ular de segundo orden, mostraremos ejemplos y describiremos en detalle
el resultado obtenido.
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