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1 Intoduccion

En este trabajo estudiamos la existencia y unicidad de soluciones periddicas de la siguiente ecuacién
integral con retardo infinito

u(t) = /_OO a(t — s)Au(s)ds + /_Oo b(t — s)Bu(s)ds + f(t) "

u(0) = wu(2m)

donde a(-), b(-) € L*(R;) son nticleos escalares, A y B son operadores lineales cerrados definidos
sobre un espacio UMD tal que D(A) C D(B). Ecuaciones de la forma (1) han sido estudiadas por
Pugliese [6] (ver también Priiss [5]).

En una primera parte, caso no resonante, caracterizamos las soluciones de (1) con un método
basado en teoremas clasicos sobre multiplicadores de Fourier para operadores. Esta técnica ha sido
utilizada anteriormente por autores como Arent-Bu [1], Kunstmann-Weis [4], Keyantuo-Lizama [3].
Nuestro caso es un poco mas complicado por la presencia de la perturbacién B. Si asumimos que
B es relativamente acotado con respecto al operador A entonces obtenemos una caracterizacién de
regularidad maximal, en el caso L5 (R, X), en términos de R—acotamiento de

{(1 = b(ik) B — a(ik) A) "'} rez. (2)

En una segunda parte, tratamos el caso resonante: suponemos que existen ki,...,kny € Z tal que
(1) ikjeo(A,B) forj=1,...,N;

(it) tk¢ o(A,B) forke€Z,k+#ki,....kn (3)

(440) ik, is a simple pole of F(:) for j=1,...,N

donde F(\) = (I — a(\)A — b(\)B)~!. Vamos a probar que la ecuacién (1) tiene solucién fuerte LP-
periodica si y solo si f satisface una determinada condicién de compatibilidad. También en este caso
damos una representacion de la férmula de las soluciones lo cudl permite el estudio de su regularidad.
Un caso similar es estudiado en [2] cuando A genera un semigrupo analitico.

2 Resultados Principales

Vamos a considerar el R—acotamiento con respecto a la perturbaciéon. Para este propésito, tenemos
la siguiente definicién

Definicién 1 Sea A : D(A) C X — X un operador lineal sobre un espacio de Banach X . Un
operator B : D(B) C X — X es llamado A—acotado si D(A) C D(B) y existe una constante
c>0,d>0 tal que

[|B|| < || Az|] + dl|| (4)

*Depto. de Matematicas, Facultad de Ciencias, Universidad de Santiago de Chile.
Casilla 307, Correo 2. Santiago, Chile. e-mail: vpoblete@lauca.usach.cl, clizama@lauca.usach.cl.

48



para todo x € D(A). La A—cota de B es
co(A) :=inf{c>0 : existed> 0 tal que (4) vale}.
El siguiente teorema es fundamental para estudiar la regularidad maximal del problema (1).
Teorema 1 Sea {ax}rez una sucesion I-reqular y {by}rez una sucesion acotada que verifica
{k(bg+1 — br)}kez  es acotada.

Sean A y B operadores lineales cerrados definidos sobre un espacio UMD X . Supongamos que B
es A—acotado. Si 1 € p(apA + bpB) para todo k € Z, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(i) {(I—arA—"bB)  }rez esun L?{,[D(A)]* multiplicador, 1 < p < 0.

(i) {(I —arA — bpB) *}rez € B(X,[D(A)]) es R-acotado.

Se define

p(A,B)={\eC : I—a(\)A—Db\)B es invertible y (I —a(\)A —b(A)B)~! € B(X,[D(A)]) }
donde @()), b(\) son las transformadas de Laplace de a and b. Vamos a asumir que a(ik), b(ik)
existen para todo k& € Z y que A — a(\) (resp. b(\)) admiten una extensién analitica al sector que
contiene el eje imaginario, denotamos esta extensiéon por @ (resp. b). Se define el conjunto o(A, B)
por €\ p(4, B).

Definicién 2 Sea 1 < p < co. Una funcidn u es llamada una solucion LP—fuerte de (1) si u €
L8 _(R;[D(A)]) y la ecuacidn (1) vale para casi todo t € [0,27].

El siguiente teorema establece existencia y unicidad de solucién para el problema (1) en el caso no
resonante.

Teorema 2 Sean a,b € L'(Ry) funciones tal que las transformadas de Laplace a(ik) y b(ik) son
sucesiones 1-reqular. Sean A y B operadores lineales cerrados definidos en un espacio UMD X
y supongamos que B es A—acotado. Si {ik}rez € p(A, B) y {(I — a(ik)A — b(ik)B) ' }rez C
B(X,[D(A)]) es R-acotado, entonces para todo f € L5 (R, X) existe una unica solucion LP—fuerte
de (1).

Consideremos ahora el caso resonante: Sea Ay un polo simple de F'. Denotemos por ) el residuo
de F(:) en Mg, esto es,

. 1
Q= /\151;0()\ —Xo) F(A) = 271 Jpone) F(X) dA (5)

donde € >0 y B(Ag,e) :={A€C : |A—X| <e}. Se define

A=X)F(\), 0<|A—Xo|<e
G\ = (6)
Q. A= Ao

La siguiente proposicién caracteriza el Ker del operador (I — a(M\g)A — b(Ag)B) y nos da una
solucién de la ecuacién B
(I~ a(A)A ~ bB)z = y (7)
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Proposicién 1 Sea Ay un polo simple de F(-) y sea Q € B(X,[D(A)]) definido por (5). Suponga
que B es A-acotado. Entonces

Ker(I - a(A)A — b(A)B) = Q(X). (8)
Mds ain, para todo y € X tal que Qy =0, las soluciones de (7) estdn dadas por

z=G'(No)y — QA@G) (No)y — QBH'G) (No)y - (9)

El siguiente teorema nos da una condicién de compatibilidad sobre f la cudl es necesaria y sufi-
ciente para la existencia de solucién LP-fuerte de (1).

Teorema 3 Sean a,b € L*(Ry) funciones tal que las transformadas de Laplace a(ik) and b(ik) son
sucesiones 1-reqular y suponga que (3) wvale. Sean A y B operadores lineales cerrados definidod en

un espacio UMD X tal que B es A-acotado. Si {My}rez definido por
(I — a(ik)A — b(ik)B) ™ keZ\{ki,....kn}
My = R (10)
G(ikj) — Q; A(d'G;) (ikj) — Q; B(V'Gy)'(ik;)  j=1,...,N.

es R—acotada entonces para todo f € LY (R, X) la ecuacidn (1) tiene una solucion LP—fuerte si y

solo si Qp f(kn) =0, para todo n=1,...,N.
En este caso, las soluciones de (1) estin dadas por

u(t) = lim > <1 - n'ill) eI — a(ik)A — b(ik)B) ™t f(k)
(11)
N . ~ ~
+ Z eIt (G (iky) — Q; A(@'Gy) (iky) — Q; B(V'Gy) (iky)] f(kj).
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