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About cubic polynomial map
with a periodic critical orbit

Matthieu Arfeuz
Instituto de Matemdaticas
Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso
Valparaiso, Chile

Resumen

We study the dynamics of cubic polynomials with complex coeficients. We recall the parame-
trization introduced by John Milnor that makes it a dimension two complex variety. We are
interested in the locus where the polynomials have a critical point of some given exact finite
period. These are smooth aalgebraic curves, and John Milnor conjectured that they are irre-
ducible. Jan Kiwi and I propose a proof for this result. I will also present new tools to further
understand these curves and construct bridges between different tools in combinatorial holo-
morphic dynamics.

Trabajo realizado en conjunto con:
Jan Kiwi!, Facultad de Matemaética, Pontificia Universidad Catélica de Chile, Santiago, Chile.

*Parcialmente financiado por Fondecyt iniciacién 11170276, e-mail: matthieu.arfeux@pucv.cl
1Parcialmente financiado por Fondecyt 1160550, e-mail: jkiwi@mat.puc.cl
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EQUIVALENCIAS TOPOLOGICAS LOCALES
DEL ATRACTOR GEOMETRICO DE LORENZ

*
Juan Carmona
Instituto de Ciencias Fisicas y Matemdticas

Universidad Austral de Chile
Chile.

Resumen

Guckenheimer y Williams en [2] probaron que el atractor geométrico de Lorenz tiene médulo
de estabilidad 2, esto en la topologia C*, es decir, existe una familia de flujos de dos parame-
tros tal que cualquier perturbacion de clase C* del flujo de este atractor es topologicamente
equiuvalente a un mienbro de esta familia. Ademés dicha conjugaciéon se puede extender a una
vecindad del atractor. Robinson en [3] prueba este hecho cuando k = 2. Ellos usaron la exis-
tencia de una folicacion invariante diferenciable de la variedad estable. En esta charla veremos
que tal médulo de estabilidad también es valido en la topologia C'. El principal argumento es
la existencia, para todo campo de vectores C'' cercano al campo que exhibe un atractor geo-
métrico de Lorenz, de una laminaciéon continua e invariante, con la que induce una aplicaciéon
unidimensional localmente eventualmente sobre [1] que gobierna la dindmica de las hojas. Esta
propiedad es suficiente para determinar las clases de equivalencia y construir una aplicaciéon de
equivalencia entre los campos en la misma clase. Ademés esta equivalencia puede ser extendida
en una vecindad de los atractores.

Joint work with: Dante Carrasco-Oliveira (Universidad del Bio-Bio) y Bernardo San Martin (Uni-
versidad Catolica del Norte)
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Continuum-wise distal homeomorphisms

Carrasco-Olivera, Dante"
Department of Mathematics
University of Bio-Bio
Concepcion, Chile

Resumen

The notion of distal homeomorphism is important in topological dynamics. In this paper we
incorporate it into the continuum theory [3] through the notion of continuum-wise distal ho-
meomorphism. The cw-distal homeomorphisms constitute a class much larger than that of distal
homeomorphisms. We study several properties of cw-distal homeomorphisms. Some results con-
cerning distal homeomorphisms will be generalized to the case of cw-distal homeomorphisms.
Notions of cw-distality for measures are also introduced and studied. For continuum-wise and
distal dynamical systems see also [1, 2].

Joint work with:
C. Morales', Instituto de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
Brazil.
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On the KS-regularization of the Kepler system
through symmetry and reduction.

Francisco Crespo’
Departamento de matemdtica
Universidad del Bio-Bio
Concepcion, Chile

Resumen

The Kustaanheimo-Stiefel transformation, from now on XS, connects two of the most remarka-
ble systems of classical mechanics. Namely, the 4-D isotropic oscillator and the spatial Kepler
systems, which are some of the very rare few examples of maximally superintegrable and are
defined by the parametric Hamiltonian functions

1
Ho =5 (0 +wad), (1)
and ]
— Sy B

where w and p are positive parameters and x,y € T*R}. The isotropic oscillator and the
bounded Kepler system describe orbits with the same geometry. However, from the dynamical
point of view they show significant differences due to the origin displacement from the center to
the foci. Precisely, the incompleteness of the Kepler system flow may be the major discrepancy
and boosted a number of regularizing efforts. The connection between both systems is not an
evident issue and has a long history that goes back to the time of Euler [Euler, 1767], which for
the one dimensional Kepler motion already established the connection with the one dimensional
harmonic oscillator by introducing a square-root coordinate ¢ = y/z and a fictitious time. To
mimic the process in the two dimensional case took more than one and a half century, when
Levi-Civita [Levi-Civita, 1920] bridged the gap by introducing a conformal map. The final step
was carried out by Kustaanheimo and Stiefel in a striking way [Kustaanheimo and Stiefel, 1965],
since the spatial Kepler system is linked to the four dimensional oscillator.

In our study we focus on the XS map hinging on quaternions. This map was obtained by
imposing a generalization scheme to the Levi-Civita process and working with matrices. As a
result, the generalization of the Levi-Civita to the three dimensional case is not easy and the
process ends up with an 4-D system. One of our aims is to review the issue of the extra dimension
trying to seed some light on this matter. Specifically, we refer to the bilinear relation appearing in
the original definition of this transformation and the key role it performs in the immersion of the
3-D Kepler system in four dimensions. Moreover, we will define a second bilinear relation, named
as twin-bilinear, which plays an equivalent role. That is to say, they both are the momentum
maps of two S-actions on T*Hy = T*C% = T*R¢. The KS map is closely related to the named
action since it maps S'-orbits in T*Hy to single points. This S'-point association of the KS
map was already evidenced in [?] from a geometrical interpretation point of view in terms of
quaternions.

Additionally, we will show how the Projective Euler variables, which are a customized ver-
sion of the classical Euler angles studied in [Ferrer and Crespo, 2014], provide a straightforward
way for reaching the KS transformation. Precisely, these set of variables provides local coordi-
nates for T*Hy that allows for “reading"the angles of the S* orbits associated to the mentioned

*Fondecit 11160224, e-mail: fcrespo@ubiobio.cl



actions. The actual oscillator-Kepler connection is carried out by changing to the Projective
Euler variables plus a regularization. However, we discuss two possible regularizations here; one
of them allows for the mentioned connection. The other one makes the oscillator in these va-
riables separable by splitting it in two 1-DOF subsystems. Moreover, the action-angle variables
associated to one of these subsystems (the spherical rotor in the classical Euler angles) provides
a new set of variables in which the connection of the 4-D oscillator is now established with the
planar Kepler system. This connection is now determined regardless of the value of the bilinear
and twin-bilinear momentum map. Thus, our approach made transparent that only when we
refer to rectilinear solutions, the bilinear relation defining the IS transformation is needed.

Joint work with:
Sebastian Ferrer!, Space Dynamic Group, DITEC, Universidad de Murcia, Murcia, Espaiia.
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La distancia entre medidas estacionarias

Italo Cipriano’
Facultad de Matemdticas
Pontificia Universidad Catolica de Chile
Santiago, Chile

Resumen

Los sistemas de funciones iteradas fueron introducidos por J. Hutchinson [3]| y sirven como
modelos de plantas y hojas, y en general, de cualquier objeto cuya geometria presente ramifica-
ciones auto-similiares. Son importantes en el area de geometria fractal y en sistemas dinamicos.
Ademas, tienen aplicaciéon practica en la compresion de imagenes digitales conocida como com-
presion fractal.

Estos sistemas tienen la particularidad de poseer un tnico conjunto compacto no vacio
invariante, y este conjunto a su vez, es el soporte de la inica medida de probabilidad de Borel
satisfaciendo cierta condicién de auto-similitud. Tal medida se conoce como medida estacionaria.

En [2] se plantea el problema general de determinar la distancia de Wasserstein entre cual-
quier par de medidas estacionarias. En el mismo trabajo, se obtiene una féormula explicita para
el caso de sistemas de funciones iteradas compuestos de dos contracciones del intervalo unitario
con imégenes disjuntas de pendientes positivas iguales. Adicionalmente, se plantea una conje-
tura para el caso de pendientes distintas y se propone un plan de trabajo futuro que consiste
en estudiar los casos de dimensiones mayores, méas de dos funciones o que las contracciones no
sean disjuntas.

En [4] se demuestra afirmativamente la conjetura para el caso de dos contracciones del in-
tervalo unitario con imégenes disjuntas de pendientes positivas no necesariamente iguales. Las
demostraciones utilizan un resultado de la distancia de Wasserstein entre medidas de probabi-
lidad en R, probado independientemente en [1] y [5].

En el presente trabajo se obtiene una férmula explicita para el caso de cualquier nime-
ro de contracciones del intervalo unitario con imagenes disjuntas de pendientes positivas no
necesariamente iguales.

Referencias
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[2] J. Fraser, First and second moments for self-couplings and Wasserstein distances, Mathematishe
Nachrichten, 288 (2015), 2028-2041.

[3] J. Hutchinson, Fractals and self similarity, Indiana Univ. Math. J., 30 (1981), 713-747.

[4] M. Pollicott and I. Cipriano, Stationary measures associated to analytic iterated function sche-
mes, to appear in Mathematishe Nachrichten.

[5] S.S. Vallander, Calculation of the Wasserstein distance between probability distributions on the
line, Teor. Veroyatnost. i Primenen., 18: 4 (1973), 824-827.
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Dinamica de la Funcion Gamma

Pablo Diaz Araos
Departamento de Matemdticas y Ciencias de la Computacion
Unwersidad de Santiago de Chile
Santiago, Chile

Resumen

En este trabajo se estudia la dindmica de la clasica funcion Gamma. Para ello estableceremos
sus puntos fijos para > 0 (con la mejor aproximacion posible para uno de ellos); probaremos
el caracter de ellos (uno repulsor y el otro atractor). Para finalizar probaremos que la entropia
topologica de la funcion Gamma es infinita para todo su dominio. [2]

Trabajo realizado en conjunto con:

Rafael Labarca Briones ,

Departamento de Matematicas y Ciencias de la Computacion, Universidad de Santiago de Chile,
Santiago, Chile.
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Valores propios en sistemas de Cantor minimales

Alexander Frank'

Departamento de Matemadticas
Universidad Andrés Bello
Santiago, Chile

Resumen

El contexto de este trabajo es el de acciones minimales de Z sobre un conjunto de Cantor,
que son sistemas dindmicos minimales generados por un homeomorfismo 7' : X — X, donde X
es un (el) conjunto de Cantor, y sobre la caracterizacion de la ocurrencia de valores propios en
estos sistemas.

Los valores propios indican que el sistema dindmico se comporta como una rotacion, y
la ausencia de valores propios no triviales caracteriza a los sistemas débilmente mezcladores.
Historicamente, el estudio de valores propios en sistemas de Cantor minimales se inicié con
los trabajos de Dekking [Dek78| y Host [Hos86] en sistemas sustitutivos, que son una clase de
subshifts minimales (ver también [Quel(]). Mas adelante, caracterizaciones del mismo estilo se
pudieron encontrar para clases mas grandes de sistemas minimales de Cantor gracias al uso de
representaciones de Bratteli-Vershik. Es asi como aparecieron caracterizaciones para los llamados
sistemas linealmente recurrentes ((CDHMO3], [BDMO05]) y sistemas de Toeplitz ([DFM15]).

En este trabajo se presenta una caracterizacién para la ocurrencia de valores propios en
sistemas minimales de Cantor en el caso de que la funciéon propia asociada sea continua. Esta
caracterizacion se relaciona fuertemente con la representacion de Bratteli-Vershik del sistema. En
el caso de que la representacion sea de rango finito, existe una caracterizacion para la ocurrencia
de valores propios independiente del caracter de la funcién propia asociada ([DFM17]).

Existen relaciones entre los valores propios de un sistema de Cantor minimal y las llamadas
clases de equivalencias orbitales topolégicas del sistema (|[GPS95], [Orm97], [CDP16]), y mucho
terreno por explorar en este contexto. Con las caracterizaciones que se presentan en este trabajo,
a modo de aplicacién, se puede ahondar en esta relaciéon entre valores propios y equivalencia
orbital topologica.

Trabajo realizado en conjunto con:
Fabien Durand!, LAMFA, Université de Picardie Jules Verne, Amiens, France.
Alejandro Maass?, CMM, Universidad de Chile, Santiago, Chile.
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Sobre el retrato de fase de sistemas diferenciales
cuadraticos tipo Abel

Johanna D. Garcia-Saldana’
Departamento de Matemdtica y Fisica Aplicadas
Universidad Catolica de la Santisima Concepcion

Concepcion, Chile

Resumen

En esta charla hablaremos de los retratos de fase globales, en el disco de Poincaré, de las ecua-
ciones diferenciales cuadraticas de Abel de segundo tipo que tienen una simetria con respecto a
un eje o al origen. Ademas, proporcionamos los diagramas de bifurcaciéon para estos retratos de
fase [4].

Trabajo realizado en conjunto con:

Antoni Ferragut!, Departament de Matematiques and IMAC; Universitat Jaume I, Castell6 de la
Plana, Spain.

Claudia Valls?, Departamento de Matemética, Instituto Superior Técnico, Universidade de Lisboa,
Lisboa, Portugal.
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Contractibilidad no uniforme de un sistema
diferencial lineal no auténomo.

Ignacio Huerta Navarro'
Departamento de Matemdticas y Ciencias de la Computacion
Universidad de Santiago de Chile
Santiago, Chile

Resumen

En esta charla mostraremos como un sistema de ecuaciones diferenciales no auténomas
z=A(t)x (1)

donde A : R — M, (R), es no uniformemente contraido al espectro de la dicotomia exponencial
no uniforme (también llamado espectro no uniforme) cuando el sistema (1) admite dicotomia
exponencial no uniforme.

En primer lugar, decimos que el sistema (1) es no uniformemente contraido a un compacto
E (ver [2]) si para cualquier § > 0y € > 0, existen constantes K. > 1, n funciones escalares
continuas C1(t), . .., Cn(t) y matriz B(t) continua de n X n tal que

C’i(t)EE7 ||B(t)HS6K6,e (tGRg7 i=1,..., T’L),
y el sistema (1) es no uniforme cineméaticamente similar a
y=C()y + BO)y,

donde C(t) = diag(C1(t),...,Cn(t)).

Por otra parte, decimos que el sistema (1) admite dicotomia exponencial no uniforme
(ver [1]) sobre un intervalo J C R si existe un proyector P(t) invariante para todo t,s € J,
constantes K > 1, a <0< bye >0 tales que

|®(t,s)P(s)]| < Ke¥t=9%clsl v>5  tsel,
|®(t,s)(I — P(s))|| < Ke b0+l <5 t sl

Asociada a la dicotomia exponencial no uniforme tenemos su espectro X(A) el cual es defini-
do como X(A4) = {y € R |z = (A(t) — )z no admite dic. exp. no uniforme},y que bajo
ciertas hipotesis sobre el operador de evolucion, se puede escribir como unién finita de intervalos
compactos, generalizando en cierto modo el espectro de los autovalores cuando A(t) = A.

Finalmente, siguiendo el trabajo de F. Lin [3] mostraremos como ¥ (A) es nuestro candidato
a compacto que satisface esta propiedad cuando el sistema (1) admite dicotomia exponencial no
uniforme.

Trabajo realizado en conjunto con:
Alvaro Castaiieda', Departamento de Matematicas, Universidad de Chile, Santiago, Chile

*Parcialmente financiado por Beca Conicyt, e-mail: ignacio.huerta@usach.cl
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Propiedades de conjuntos de isometrias en espacios
Gromov hiperboélicos

Eduardo Oregén Reyes'
Facultad de Matemadticas
Pontificia Universidad Catolica de Chile
Santiago, Chile

Resumen

En esta charla discutiremos una desigualdad sobre isometrias en un espacio Gromov hiperboli-
co, que no requiere que el espacio sea propio o geodésico. Esta tratara sobre el desplazamiento
estable generalizado, una version hiperbdlica del radio espectral generalizado (o joint spectral
radius), mostrandonos que los conjuntos de isometrias se comportan como conjuntos de matrices
reales de 2 x 2. Ademés discutiremos consecuencias de la desigualdad, como la continuidad del
desplazamiento estable generalizado y un anélogo al teorema de Berger-Wang.

Referencias
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FORMAS NORMALES, ESTABILIDAD EN
SISTEMAS HAMILTONIANOS PERIODICOS Y
APLICACIONES

Yocelyn Pérez Rothen’
Departamento de Matemdtica
Universidad del Bio-Bio

Concepcion, Chile

Resumen

Consideramos una funcion Hamiltoniana cuadratica en R?*" que depende periédicamente del
tiempo t, de un pequeiio parametro perturbador € y de uno o varios parametros, de la forma

H(thvu7 E) = HO(Z7/’I’) + EHl(zvtv :u‘) + 62H2(27taﬂ) +.. (1)

donde H;, j > 0 son formas cuadraticas en z € R*" que dependen de un parametro p, Ho posee
coeficientes constantes y asumiremos que Hj, j > 1 posee coeficientes T-periddicos en t.

Nuestro estudio consiste en analizar las condiciones que garantizan la estabilidad paramé-
trica. Mas precisamente, describiremos las curvas o superficies de resonancia paramétrica. Nos
concentramos principalmente en n = 1, n = 2 y n = 3. Por dltimo, los resultados obtenidos son
aplicados al problema restingido eliptico cargado de tres cuerpos.

Trabajo realizado en conjunto con:

Claudio Vidal', Departamento de matemética
Universidad del Bio-Bio

Concepcioén, Chile.
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Sobre la Existencia y Estabilidad de Soluciones
Periodicas en Sistemas Hamiltonianos con dos
grados de Libertad

Margarita Quispe Tusco ™
Departamento de Matemdtica y Fisica Aplicadas
Unwversidad Catolica de la Santisima Concepcion

Concepcion, Chile

Resumen

Consideramos una funcién polinomial Hamiltoniano H de grado seis de la forma

1 1
H=3 (p% +py) + 5 (2 +9°) + Vs(z,9) + Ve(z,y),

donde Vs(z,y) y Vs(z,y) son polinomios homogéneos de grado cinco y seis, respectivamente. El
objetivo principal es estudiar analiticamente la existencia y estabilidad de soluciones periodicas
en los diferentes niveles de energia positivo H = h > 0 del sistema Hamiltoniano asociado al
polinomio H usando teoria del Promedio.

Trabajo realizado en conjunto a:

Marco Uribe!,

Departamento de Matemaética y Fisica Aplicadas,

Universidad Catolica de la Santisima Concepciéon, Concepcion, Chile.
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Versiéon infinitesimal del Problema 16 de Hilbert
para sistemas de Liénard.

Salomén Rebollo-Perdomo”
Departamento de Matemdtica
Universidad del Bio-Bio

Concepcion, Chile.

Resumen

Consideraremos una clase especial de perturbaciones polinomiales del oscilador armonico. Los
sistemas perturbados que resultan son sistemas de Liénard generalizados. Probaremos que existe
un subconjunto genérico (abierto y denso) en el espacio de perturbaciones de grado 2, con > 1,
tal que cada sistema perturbado asociado tiene a lo mas 2] — 1 ciclos de limite medios. Ademas,
mostraremos que dicha cota es optima.

Trabajo realizado en conjunto con:
Vanessa Salas Mendoza!,
Departamento de Matematica
Universidad del Bio-Bio
Concepcion, Chile.
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Escape de masa y formalismo termodinamico en
curvatura negativa

Felipe Riquelme’
Instituto de Matemdaticas
Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso
Valparaiso, Chile

Resumen

En esta charla el objeto principal de estudio sera la dinamica del flujo geodésico en variedades
Riemannianas no compactas a curvaturas seccionales negativas. Nuestro primer enfoque sera
estudiar la convergencia de medidas invariantes de probabilidad respecto a la topologia débil*.
Dado que la variedad la supondremos no compacta, en principio no hay razones que aseguren
que los limites de tales medidas sean de probabilidad. Este fen6meno se conoce como el fenémeno
de escape de masa. Mostraremos que en variedades geométricamente finitas, las medidas que
tienen entropia suficientemente grande no pueden perder toda la masa en el limite. Mas ain,
es justamente la geometria de las vecindades del infinito la que permite estimar la proporcion
de masa perdida. Como caso particular, veremos que con la topologia débil la entropia es semi-
continua superior.

Un segundo enfoque de esta charla sera la del formalismo termodindmico. Considerando un
potencial Holder-regular F' que se anule en el infinito, estudiaremos la funcién presién topologica
t — P(tF). Mostraremos que dicha funcién es constante hasta que se convierte en estrictamente
creciente. En dicho intervalo de monotonia estricta la funcién es C*! y el potencial tF admite
una unica medida de equilibrio u:. Finalmente, estudiaremos el comportamiento asintético en
t = foo de la funcion entropia t — h(pue).

Como consecuencia directa de este estudio, describiremos al conjunto de entropias del flujo
geodésico respecto a las medidas de probabilidad ergéddicas.

Trabajo realizado en conjunto con:
Anibal Velozo!, Department of Mathematics, Princeton University, Princeton, USA.
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Ceros de integrales Abelianas completas para un
Hamiltoniano polinomial de tipo (0, 3)

Marco Uribe S.”
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Unwersidad Catolica de la Santisima Concepcion
Concepcion, Chile

Resumen

En esta charla se estimara el nimero méaximo de ceros ailados Z(n) de una integral Abelia-
na completa asociada al polinomio H = y(2®y — 1) y a 1-formas polinomiales complejas w de
grado n. El polinomio H es de tipo (0,3) es decir, su fibra genérica es biholomorfa a la esfe-
ra de Riemann menos tres puntos. En este caso se observa que la monodromia de H es no trivial.

Trabajo realizado en conjunto con:
Salomén Rebollo-Perdomo!,

Departamento de Matematica; Universidad del Bio-Bio, Chile.
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